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假设检验

• 上一节中，我们讨论了对于未知总体参数θ的参数估计问
题，包括点估计和区间估计。

• 很多时候，我们不仅仅需要回答总体参数θ是多少的问题，
或者θ在什么区间范围以内的问题，还要回答「是不是」的
问题，比如θ = θ0是不是成立？

• 在上一节中，我们发现在中国城镇住户调查的数据中，男性
收入平均比女性年收入多8222元，那么我们是不是可以推断
总体男性收入的确比女性高呢？还是仅仅因为抽样的巧合导
致了我们计算的男性收入比女性收入高？

• 我们可以使用假设检验（hypothesis testing）的方法回答此
类问题。
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假设
• 为了讨论假设检验的问题，我们首先介绍“假

设（hypothesis）”的概念。
• 在假设检验中，假设指的是关于总体参数θ的一个命题。
• 比如，对于不同总体，我们可能有如下假设：

• 山东成年男性的平均身高为175cm（θ = θ0）
• 某生产线次品率控制在0.1%范围内（θ ≤ θ0）
• 北方人平均身高高于南方人（θ1 ≥ θ2）

• 以上的例子都是关于未知总体参数的一些猜想。由于总体参
数是未知的，我们只能观察到样本，因而我们不能确切的知
道以上命题究竟是否成立，而只能使用样本对以上命题进行
推断。

• 需要注意的是，这里的假设（hypothesis）与数学命题中的
假设（assumption）是不同的。假设检验中的假设是我们要
验证或者推翻的某个命题，而数学命题中的假设则是结论的
前提条件。
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原假设和备择假设

• 假设检验中有两个互补的假设：原假设（null hypothesis）
和备择假设（alternative hypothesis），分别用H0和H1来表
示。

• 如果参数的范围为Θ，即总体参数θ ∈ Θ，而原假设
为θ ∈ Θ0，那么备择假设即为原假设的补集，即θ ∈ Θc

0。
• 比如，如果Θ = R，若原假设是θ = θ0，那么备择假设就
是θ ̸= θ0；

• 若原假设是θ ≥ θ0，那么备择假设就是θ < θ0。
• 注意原假设一般包含等号。
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原假设和备择假设

• 假设检验的过程就是使用数据作为“证据”试图推翻原假设的
过程，这个过程与法官判案的过程类似。

• 在法律中，有所谓的“无罪推定原则（presumption of
innocence）”，即对于犯罪嫌疑人，必须预先假设其无罪，
原告方有义务提出证据证明其犯罪，而不得强迫嫌疑人自证
其罪。

• 使用以上术语，即原假设（H0）为被告无罪，备择假设
（H1）为被告有罪，假设检验的目的就是使用证据（样本
数据）试图推翻原假设（无罪）。

• 如果现有证据可以推翻原假设，那么我们称为拒绝原假设
（rejecting H0），即可以认为原假设为假；

• 而如果现有证据不能推翻原假设，即没有充足的证据证明原
假设为假，那么我们称不能拒绝原假设（not rejecting
H0）。
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原假设和备择假设

• 注意“接受原假设（accepting H0）”的说法与“不能拒绝原假
设”的说法有细微差别，如果不能拒绝原假设，可能是由于
我们的证据不够充分，而并非原假设的确就是对的，因而
“不能拒绝原假设”的说法更加准确。

• 基于上述原因，我们一般会把想要搜集证据去推翻的结论放
在原假设上。
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两类错误

• 由于统计方法总会存在误差，因而基于以上两类假设的推断
也会存在犯错的可能性。在假设检验中，有两种错误可能会
发生：

• 第I类错误（type-I error）：原假设为真，但是拒绝原假设，
即“弃真错误”；

• 第II类错误（type-II error）：备择假设为真，但是接受原假
设，即“取伪错误”。

• 比如:
• 如果一个被告本来无罪，但是错误地判其有罪，那么就犯了
第I类错误；

• 而如果一个被告的确犯罪，但是却判其无罪，那么就犯了第
II类错误。
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检验统计量

• 假设检验一般通过设定一个检验统计量T (x)，以及一个拒
绝域R，当T (x) ∈ R时拒绝原假设。

• 如果记
H0 : θ ∈ Θ0

而
H1 : θ ∈ Θc

0

那么第I类错误，即原假设为真但是拒绝原假设的概率为

Pθ∈Θ0 (T (x) ∈ R)
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第I类错误
正态总体假设检验
如果样本xi ∼ N (µ, 1) i.i.d, i = 1, ..., N，µ为未知总体参数。

• 如果原假设为
H0 : µ = 0

备择假设为
H1 : µ ̸= 0

那么Θ0 = {0}。
• 令检验统计量T (x) = x̄，如果在原假设条件下，即假
设µ = 0，那么

x̄ ∼ N

(
0,

1

N

)
即如果原假设成立，那么样本均值应该分布在0附近。而如
果我们看到了样本均值距离0比较远，那么说明原假设有可
能是不成立的。
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第I类错误
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第I类错误
正态总体假设检验

• 如果取拒绝域为R = (−∞,−0.5) ∪ (0.5,∞)，那么：

Pθ=0 (x̄ ∈ R) = Pθ=0 (|x̄| > 0.5)

= Pθ=0


∣∣∣∣∣∣∣

x̄√
1
N

∣∣∣∣∣∣∣ >
0.5√

1
N


= 2

1− Φ

 0.5√
1
N




• 如果令N = 16，那么

Pθ=0 (x̄ ∈ R) = 2 (1 − Φ (2)) ≈ 4.56%

• 以上概率是我们在原假设的假设上进行计算的，这意味着，如果原
假设成立，那么得到均值落在拒绝域，
即x̄ ∈ R = (−∞,−0.5) ∪ (0.5,∞)的概率为4.56%。

• 在原假设成立的条件下，我们犯错的概率就是4.56%，即犯第I类错
误的概率为4.56%。 司继春 假设检验
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单侧检验和双侧检验

根据原假设的不同，检验还可以分为单侧检验（one-tailed test）
和双侧检验（two-tailed test）

• 如果拒绝域同时出现在分布的左侧和右侧，那么该检验称为
双侧检验；

• 如果拒绝域仅仅出现在分布的左侧，那么检验称为左侧检
验；

• 而相应的，如果拒绝域出现在分布的右侧，则称为右侧检
验。

• 左侧检验和右侧检验合称为单侧检验。
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单侧检验和双侧检验
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单侧检验
正态分布的单侧检验
如果样本xi ∼ N (µ, 1) i.i.d, i = 1, ..., N，µ为未知总体参数。

• 如果原假设为
H0 : µ ≤ 0

那么当x̄足够大时，可以拒绝原假设。
• 由于拒绝域在分布的右侧，因而该检验为一个右侧检验。
• 在原假设成立的条件下，当µ ≤ 0时，如果取拒绝域
为R = (0.5,∞)，那么：

Pµ (x̄ ∈ R) = Pµ (x̄ > 0.5)

= Pµ

 x̄− µ√
1
N

>
0.5− µ√

1
N


= 1− Φ

0.5− µ√
1
N


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单侧检验

正态分布的单侧检验
• 注意以上概率随着µ的增加而增加，由
于µ ∈ Θ0 = (−∞, 0]，因而其上界：

sup
θ∈Θ0

Pθ (T (x) ∈ R) = 1− Φ

0.5− 0√
1
N

 = 1− Φ

 0.5√
1
N


• 当N = 16时，上式为1− Φ(2) ≈ 2.28%，即在原假
设H0 : µ ≤ 0的假设下，错误拒绝原假设的概率上界为
2.28%，或者等价的，犯第I类错误的概率上界为2.28%。
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显著性水平

• 在假设检验中，我们通常希望控制犯第I类错误的概率在某
一个水平以内，即给定一个α，找到一个拒绝域Rα，使得

sup
θ∈Θ0

Pθ (T (x) ∈ Rα) ≤ α

• 如此，我们便保证了使用拒绝域Rα进行假设检验，犯第I类
错误的概率不超过α。

• 我们称α为显著性水平（level of signiﾞcance）
• 如果我们能够保证supθ∈Θ0

Pθ (T (x) ∈ Rα) = α，我们通常
称这个检验的水准（size）为α。

• 否则，如果只能保证supθ∈Θ0
Pθ (T (x) ∈ Rα) ≤ α，我们称

这个检验的水平（level）为α。
• 一般不做明确区分，我们接下来统一成为显著性水平。
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显著性水平

• 一般取α = 0.01, 0.05, 0.1，而Rα为一个区间，区间的临界点
成为临界值（critical value）。

• 在应用中，经常会使用“*”号代表在不同的显著性水平下假设
检验是否显著。一般的惯例是，

• 如果在10%的显著性水平下显著，则标记一个“*”符号
• 如果在5%的显著性水平下显著，则标记两个“*”符号，即“**”
• 如果在1%的显著性水平下显著，则标记“***”符号。

• 更小的α代表我们对犯第I类错误更加不能容忍，因而我们会
更大的概率接受原假设，即拒绝域也会越小。
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p值
此外，我们还可以定义p值。

• p值指的是，给定检验统计量T (x) = t，在原假设的条件
下，能够取到t或者比t更加极端的值的概率。

• 或者等价的，p值可以被定义为能够拒绝原假设的最小的显
著性水平，即给定T (x) = t：

p = inf {α ∈ (0, 1) : t ∈ Rα}

• 由于检验统计量T (x)为随机变量，因
而p (x) = inf {α ∈ (0, 1) : T (x) ∈ Rα}也是一个随机变量。

• 当p ≤ 0.01, 0.05, 0.1时，可以在相应的显著性水平下拒绝原
假设。

• 如下图所示，绿色区域面积即p值。
• 需要特别注意的是，对于双侧检验，需要同时计算两侧的绿
色面积。
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p值
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假设检验的步骤

综上，一般的假设检验的步骤可以总结如下：
1 确定原假设H0和备择假设H1；
2 找到一个检验统计量T (x)（通常为基准统计量）；
3 确定检验统计量T (x)在原假设H0下的分布；
4 设定显著性水平α，并根据α确定拒绝域Rα，
若T (x) ∈ Rα则在α的显著性水平下拒绝原假设；或者根
据T (x)计算p值，若p < α则拒绝原假设。
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常见的假设检验

总体均值的检验（小样本正态总体）
如果样本xi ∼ N

(
µ, σ2

)
i.i.d, i = 1, ..., N，为了检验

H0 : µ = µ0

在H0的假定下，

x̄ ∼ N

(
µ0,

σ2

N

)
因而可以构建统计量：

t =
x̄− µ0√

s2

N

∼ t (N − 1)

由于是双侧检验，因而临界值为tα/2（t (N − 1)的1− α/2分位数），拒绝域
为Rα =

(
−∞,−tα/2

)
∪
(
tα/2,∞

)
，当|t| > tα/2时拒绝原假设，即认

为µ ̸= µ0，否则不能拒绝原假设。
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常见的假设检验

总体均值的检验（小样本正态总体）
• 在代码test_under_null.do中，我们在原假设成立时，重复了
10000次以上的假设检验，并计算了拒绝原假设的次数

• 在test_normal_mean程序中，生成了10个xi ∼ N (0, 1)，并
在H0 : µ = 0的原假设以及5%的显著性水平下进行假设检验

• 如果拒绝原假设则返回rejected=1，否则为0。
• 我们将以上步骤通过simulate命令重复了10000次

• 最终有5.1%的假设检验拒绝了原假设，与我们5%的显著性
水平一致。
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常见的假设检验

总体均值的检验（大样本）
• 在上例中，如果不假设样本的正态性，但是在大样本条件
下，有

z =
x̄− µ0√

s2

N

a∼ N (0, 1)

• 因而在原假设：H0 : µ = µ0的条件下，可知
当|z| ≥ 1.96时，则在5%的显著性水平下是显著的。

• 由于
√

s2

N为x̄的标准误的估计，即s.e. (x̄)，因而经验法则是
当x̄− µ0超过1.96× s.e.时，即可以在5%的显著性水平下拒
绝原假设

• 不同学科中该标准可能存在差异，比如在物理学中，要求超
过5个标准误才可以认定为证据，比一般社会科学的要求更
加严格。
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t检验和z检验

• 由于t分布的极限分布是标准正态分布，因而在大样本条件
下，使用t分布去近似标准正态分布是完全可以的

• 由于这一点，软件中一般不会区分小样本或大样本情况，而
是全都使用t分布的分为点作为临界值（即都当做t检验来
做）。
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实践中的总体均值检验

CFPS中收入的检验
在2014年的CFPS数据中，36706个样本每个人的收入均值为
9026.73元，标准差为18893.67元，请问若假设每个个体的收入相
互独立，在1%、5%的显著性水平下，是否可以认为我国的人均
收入超过了8000元？

• 我们选取H0 : µ ≤ 8000，那么

z =
x̄− 8000√

s2

36706

a∼ N (0, 1)

• 带入得到：z = 10.41 > zα = 2.58，从而在0.5%的显著性水
平下可以拒绝原假设，认为我国的人均收入超过了8000元。
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实践中的总体均值检验

CFPS中收入的检验
• 该检验的p值应为p = 1− Φ(10.41)，即10.41右侧的面积。
• 如果原假设为H0 : µ = 8000，这是一个双侧检验，那么p值
应为p = 2 (1− Φ(10.41))。

• 在Stata中，可以使用“ttest”命令进行该检验：�
1 use d a t a s e t s / c f p s _ a d u l t . dta , c l e a r
2 // 删掉不适用
3 drop i f p_income <0
4 // 进行检验t
5 t t e s t p_income=8000
� �
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总体比例的假设检验

• 当然，如果xi ∼ Ber (p)，中心极限定理也适用，从而对于
原假设H0 : p = (≥ / ≤)p0，可以类似的构建检验统计量

z =
x̄− p0√

s2

N

=
p̂− p0√
p̂(1−p̂)

N

a∼ N (0, 1)

• 以上检验统计量虽然成立，不过一个更加常用的办法是使用
原假设中的p0直接计算方差，即在H0成立的假设下：

z =
x̄− p0√

σ2

N

=
p̂− p0√
p0(1−p0)

N

a∼ N (0, 1)

• 由于检验统计量的分布是在原假设成立的条件下得到的，所
以分母上使用p0是完全可以的，结论仍然不变。

司继春 假设检验



假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

实践中的总体均值检验

CFPS中劳动参与率的检验
• 在2014年的CFPS数据中，35547个人中有7893个退出劳动力
市场。那么是否可以说2014年我国的劳动参与率低于80%？

• 为了回答这一问题，首先可以计算劳动参与率
为p̂ = 1− 7893/35547 = 77.8%，原假设为H0 : p ≥ 80%

• 检验统计量为z = p̂−0.8√
0.8(1−0.8)

35547

a∼ N (0, 1)带入计算，得

到：z = −10.37

• 由于该检验为左侧检验，z = −10.37 < −z0.05 = −1.65，从
而拒绝原假设，可以认为我国的劳动参与率低于80%。
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实践中的总体均值检验

CFPS中劳动参与率的检验
• 在Stata中可以如下计算：�
1 use d a t a s e t s / c h f s _ i n d . dta , c l e a r
2 // 删掉不适用
3 drop i f employ2014 <0
4 // 代表退出劳动力市场3
5 gen emp l o y _ p a r t i c i=employ2014 !=3
6 // 进行检验
7 t t e s t emp l o y _ p a r t i c i =0 .8
� �
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势函数

• 根据以上的假设检验步骤，我们知道假设检验可以控制犯第
I类错误的概率

• 然而对于假设检验而言，还有犯第II类错误的可能性，即当
我们无法拒绝原假设的时候，备择假设可能是成立的。为

• 了研究第II类错误的概率，我们引入假设检验
的势（power）的概念。

势函数
对于一个检验统计量T (x)及其拒绝域R，检验的势函数（power
function）即给定真实参数θ时，拒绝原假设的概率，即

β (θ) = Pθ (T (x) ∈ R)
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势函数

• 注意在以上定义中我们并没有限定θ ∈ Θ0或者θ ∈ Θc
0，因而

理想的情况下，当θ ∈ Θ0时，β (θ)应该接近于0，而
当θ ∈ Θc

0时，β (θ)应该接近于1。
• 然而，根据我们假设检验的过程，我们设定了在原假设成
立，即当θ ∈ Θ0时，拒绝原假设的概率为显著性水平α，因
而实际上我们要求当θ ∈ Θ0时，β (θ)应该接近或者等于α。

• 而当θ ∈ Θc
0，即备择假设为真时，没有拒绝原假设的概率，

即1− β (θ)，即犯第II类错误的概率。
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势函数

正态总体均值单侧检验的势函数
若样本xi ∼ N

(
µ, σ2

)
i.i.d, i = 1, ..., N，且σ2已知，设原假设

为H0 : µ ≤ µ0，备择假设为H1 : µ > µ0，那么可以构建检验统
计量为

T (x) =
x̄− µ0√

σ2

N

∼ N (0, 1)

在原假设的条件下，若给定α = 0.05，那
么R0.05 = (z0.05,∞) = (1.65,∞)。
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势函数

正态总体均值单侧检验的势函数
因而，给定µ，势函数为

β (µ) = Pµ (T (x) ∈ R0.05)

= Pµ

 x̄− µ0√
σ2

N

> z0.05


= Pµ

 x̄− µ√
σ2

N

> z0.05 +
µ0 − µ√

σ2

N


= 1− Φ

z0.05 + µ0 − µ√
σ2

N


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势函数
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势函数
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势函数的模拟

正态总体均值单侧检验的势函数
针对正态总体，检验原假设H0 : µ = 0，检验统计量及其在原假
设成立的条件下的抽样分布为：

t =
x̄√
s2

N

∼ t (N − 1)

test_power_function.do对以上检验的势函数进行了模拟，
从µ ∈ [−3, 3]均匀的选取了100个µ，对于每一个µ，都重复进行
一次1000次假设检验的模拟，并计算1000次假设检验中拒绝的比
例，并将拒绝的比率与真实的µ画图
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势函数
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势函数的模拟

正态总体均值单侧检验的势函数
可以发现：

• 当真实的µ与原假设越来越远时，拒绝原假设的概率越高；
• 在原假设成立的条件下，拒绝原假设的概率不变，都
是5%；

• 随着样本量的增大，原假设不成立时，拒绝原假设的概率也
越高。也就是说，犯第II类错误的概率随着样本量的增大而
减小。
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第II类错误

• 当我们进行假设检验并且可以拒绝原假设时，此时只有可能
犯第I类错误而非第II类错误

• 而第I类错误的概率不超过α，因而我们可以有比较强的自信
认为原假设的确不成立。

• 但是当我们不能拒绝原假设时，我们只有可能犯第II类错误
而非第I类错误

• 然而犯第II类错误的概率依赖于样本量以及真实参数与原假
设之间差距的绝对大小，因而一般情况下我们并不知道犯第
II类错误的概率

• 因而如果不能拒绝原假设，一般情况下我们也不能说原假设
就是对的，因为很有可能原假设并不成立，仅仅是样本量不
足以使得我们收集到足够多的证据拒绝原假设而已。
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第II类错误

• 不管样本量N再大，当真值θ > θ0，但是差异很小时，第II
类错误概率1− β (θ)仍然会无限趋向于1− α。

• 因而当备择假设为真，但是真值与原假设非常接近时，仍然
需要样本量非常大才能够正确的拒绝原假设。
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无差异区域与样本量

• 介于此种情况，我们可以引入无差异区域（indifference
region）

• 即虽然备择假设为真，但是θ与θ0的差异足够的小，我们认
为在这个区域里面错误接受原假设也是可以接受的

• 此时我们可以计算出一个为了能够在一定概率下区分出无差
异区域以外的差异所需的样本量。
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无差异区域与样本量
势函数与样本量

• 如果我们设计实验研究wiﾞ会不会致癌，可以通过照射组和非照射组的实
验对象患癌症的概率差异是否显著大于0，即H0 : µ ≤ 0，其中µ为两组
之间的患癌症概率的差异。

• 假设wiﾞ的确会致癌，但是致癌的概率充分的接近于0，如果我们想要正
确的拒绝原假设，需要非常大的样本量才能保证以一个比较大的概率β拒
绝原假设。

• 然而如果我们认为，致癌概率在一定的范围内，比如[0,∆)内，是可以接
受的，那么我们可以据此设计样本量，保证以一个确定的概率拒绝原假
设。

• 如果我们希望，当µ = ∆时，至少以β的概率拒绝原假设，那么

β = 1− Φ

zα +
0−∆√

σ2

N


从而

N =
[ σ
∆

(zα − zβ)
]2
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无差异区域与样本量

势函数与样本量
• 记实验组（wiﾞ照射）得癌症的概率为p1，对照组（无wiﾞ照射）得癌症
的概率为p2，我们关注的关键变量为µ = p1 − p2，原假设为H0 : µ ≤ 0。

• 如果拒绝原假设，即可以认为wiﾞ照射会致癌。如果假设两组的样本量相
同，那么：

V (µ̂) = V (p̂1 − p̂2) = V (p̂1) + V (p̂2) =
p1 (1− p1) + p2 (1− p2)

N

• 在原假设下，可以认为p1 = p2，那么V (µ̂) = 2p1(1−p1)
N

。
• 如果取∆ = 0.0001, β = 0.8，即我们希望当wiﾞ致癌的概率为千分之一
时，以80%的概率拒绝原假设，取α = 0.05，那么所需样本量约为：

N =

[
2
√

p1 (1− p1)

∆
(1.65− 0.15)

]2

= 4

(
1.65− 0.15

0.0001

)2

[p1 (1− p1)]

• 如果自然条件下，癌症发病率为0.2%，即当p1 = 0.002时，上述样本量
大概需要N = 1796400个。
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经济显著性

• 而反过来，如果样本量足够大，那么µ与µ0的一些非常细微
的差别也足以导致统计上的显著性，尽管很多时候这种细微
的差别几乎没有现实意义。

• 因而，即使数据中可以得到统计上显著的结果，特别是在样
本量非常大的情况下，我们仍然要注意这些结果是不是有
“经济显著性（economic signiﾞcancy）”，即这些差别在现实
中是不是足以引起重视。

• 比如，在上面的例子中，如果真实的概率增加仅仅为
0.0001，即万分之一的差异，这一差异在现实中究竟是否值
得我们注意就比较值得怀疑了。
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一般的原假设

• 在以上两节中我们介绍了假设检验的一般概念和思路。我们
知道，如果在原假设H0的条件下得到检验统计量及其抽样
分布，我们就可以使用上节中给出的步骤进行假设检验。

• 尽管上一节中我们讨论了一些初步的假设检验，然而很多时
候我们可能希望对不止一个参数进行假设检验，或者对参数
的函数进行假设检验。

• 一般的，记我们的原假设为：

H0 : C (θ) = 0

其中θ ∈ Rk，C (θ) ∈ Rr，且C (θ)为θ的连续可微函数。
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单个参数的检验

• 经常在得到了某个参数θ的点估计以后，需要对这个参数进
行假设检验。

• 在最简单的情况中，我们仅仅希望检验该参数是否等于（或
者大于、小于）某一个具体数值。

• 比如在回归分析中，我们经常需要使用θ0 = 0作为原假设进
行假设检验。

• 此时的原假设应该为：

H0 : C (θ) = θ − θ0 = 0

与区间估计类似，如果我们可以得到点估计量θ̂的（渐近）
分布，那么我们可以通过其渐进分布构建检验统计量，进而
对原假设进行检验。
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单个参数的检验

泊松分布参数估计的假设检验
• 若xi ∼ P (λ)，我们希望在5%显著性水平下，对于原假
设：H0 : λ = 10进行检验。

• 首先得到点估计，其矩估计（极大似然估计）为：λ̂ = x̄。
• 根据中心极限定理，有

√
N
(
λ̂− λ

)
a∼ N (0, λ)

因而 √
N
(
λ̂− 10

)
√
10

a∼ N (0, 1)

• 如果
∣∣∣∣√N(λ̂−10)√

10

∣∣∣∣ > 1.96，则可以拒绝原假设。
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Wald检验

• 如果对于θ的估计，我们已经有
√
N
(
θ̂ − θ

)
a∼ N (0,Σ)

，那么使用Delta方法：

C
(
θ̂
)
= C (θ) + C̈

(
θ̂ − θ

)
+O

(∣∣∣θ̂ − θ
∣∣∣2)

其中C̈ = ∂C(θ)
∂θ 为在真值θ处的r × k的雅克比矩阵，且假

设rank
(
C̈
)
= r，那么在原假设H0 : C (θ) = 0的条件下，

带入C (θ) = 0，得到：
√
NC

(
θ̂
)
= C̈

√
N
(
θ̂ − θ0

)
+ op (1)

a∼ N
(
0, C̈ΣC̈ ′

)
司继春 假设检验



假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

Wald检验

• 进而我们可以构建检验统计量：

C ′
(
θ̂
)[ C̈ΣC̈ ′

N

]−1

C
(
θ̂
)

a∼ χ2 (r)

可以使用以上检验统计量对原假设进行假设检验。
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Wald检验

• 上式中C̈是在真值处取值的雅克比矩阵，然而真值无法观
测，在实际计算时，可以直接使用其一致估计
量 ˆ̈C =

∂C(θ̂)
∂θ ，即在θ̂处计算该雅克比矩阵然后带入即可。

• 注意当原假设成立时，以上检验统计量应该趋向于0，而备
择假设成立时，检验统计量应该显著大于0，因而以上检验
应为右侧检验，即当

C ′
(
θ̂
)[ C̈ΣC̈ ′

N

]−1

C
(
θ̂
)
> χ2

0.05 (r)

时，在5%的显著性水平下拒绝原假设。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

Wald检验

Wald检验示例
• 假设xi ∼

(
µ, σ2

)
，我们需要检验：H0 : µ

2 = 1，或
者：H0 : µ

2 − 1 = 0。
• 该原假设相当于同时检验了µ = ±1。

• 由于

µ̂ = x̄
a∼ N

(
µ,
σ2

N

)
从而使用Delta方法，有

√
N
[(
µ̂2 − 1

)
−
(
µ2 − 1

)]
= 2µ

√
N (µ̂− µ) + op (1)

a∼ N
(
0, 4µ2σ2

)
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

Wald检验

Wald检验示例
• 将原假设H0 : µ

2 − 1 = 0带入，得到：(
4µ2σ2

N

)−1/2 (
µ̂2 − 1

) a∼ N (0, 1)

从而： (
µ̂2 − 1

)2
4µ2σ2

N

a∼ χ2 (1)
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

Wald检验

Wald检验示例
• 由于分母中µ, σ2未知，我们可以使用其一致估计代替，从
而：

N
(
µ̂2 − 1

)2
4µ̂2σ̂2

a∼ χ2 (1)

• 当原假设成立时，以上检验统计量应该趋向于0，因而拒绝
域在χ2分布的右侧，因而该检验应为右侧检验。

• 即，当
N
(
µ̂2 − 1

)2
4µ̂2σ̂2

> χ2
0.05 (1)

时，拒绝原假设。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

Wald检验

Wald检验示例
• 我们使用simulation_wald_test.do对以上检验在原假设和备择
假设下分别进行了模拟，结果如下图所示

• 其中：
• (a)展示了原假设下模拟的检验统计量的直方图以及χ2 (1)的
密度函数

• 而(b)展示了原假设下模拟的检验统计量的直方图以
及χ2 (1)的密度函数。

• 可以发现，虽然样本量比较少，原假设下检验统计量的分布
与χ2 (1)非常接近，而备择假设下两者有相当区别。

• 原假设下检验统计量大于临界值的模拟次数大约占5.58%，
与5%相差较小；而备择假设下大于临界值的模拟大约占
99.74%。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

Wald检验
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

似然比检验

• 极大似然估计通过最大化对数似然函数获得，即

θ̂ = argmax
θ

L (θ|x)

• 而与此同时，我们可以事先假设原假设成立，在H0的约束
下对θ进行估计，即

θ̃ = argmax
θ

L (θ|x)

s.t.C (θ) = 0

如此我们估计出的θ̃必然满足原假设。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

似然比检验

• 由于θ̃是在H0的约束条件下得到的，而θ̂是在无约束的条件
下得到的，因而L

(
θ̂|x
)
≥ L

(
θ̃|x
)
。

• 如果原假设成立，即C (θ) = 0，那么是否对极大似然不及施
加原假设并不会对参数估计造成很大影响，从而θ̃和θ̂应该充
分接近，因而L

(
θ̂|x
)
和L

(
θ̃|x
)
也应该充分接近；

• 但是如果原假设不成立，那么约束就会起作用，从而得到
的θ̃和θ̂应该有相当的差距，因而L

(
θ̂|x
)
和L

(
θ̃|x
)
也应该有

足够大的差距。
• 根据此逻辑，反过来，如果L

(
θ̂|x
)
≫ L

(
θ̃|x
)
成立，那么

我们可以认为C (θ) = 0是不成立的。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

似然比检验

• 实际上，我们可以得到两个对数似然函数值在取得最大时，
其差距的两倍服从一个卡方分布，即

LR = 2
[
L
(
θ̂|x
)
− L

(
θ̃|x
)]

a∼ χ2 (r)

因而我们可以根据以上结论对C (θ) = 0进行检验。
• 注意原假设成立的条件下，LR ≈ 0，而备择假设成立的条
件下，LR > 0，所以以上检验同样是一个右侧检验。

• 以上检验我们通常成为似然比检验（likelihood-ratio test）。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

似然比检验

泊松分布的似然比检验
如果xi ∼ P (λ) , i = 1, ..., N，如果原假设为H0 : λ = 1

• 无约束时，λ̂ = x̄，
• 有约束时，λ̃ = 1。
• 其似然函数分别为：

L
(
λ̂|x

)
=

N∑
i=1

[
xi ln

(
λ̂
)
− ln (xi!)− λ̂

]
=

N∑
i=1

[
xi ln (x̄)− ln (xi!)− x̄

]
L
(
λ̃|x

)
=

N∑
i=1

[
xi ln

(
λ̃
)
− ln (xi!)− λ̃

]
=

N∑
i=1

[
xi ln (1)− ln (xi!)− 1

]
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

似然比检验

泊松分布的似然比检验
• 因而检验统计量为：

LR = 2

[
N∑
i=1

[
xi ln (x̄)− ln (xi!)− x̄

]
−

N∑
i=1

[
xi ln (1)− ln (xi!)− 1

]]

= 2

[
N∑
i=1

[
xi ln (x̄)− x̄+ 1

]]
= 2N

[
ln (x̄) x̄− x̄+ 1

]
a∼ χ2 (1)

• 模拟：simulation_lr_test.do
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

似然比检验

MathStatsCode/code_in_notes/simulation_lr_test0.pdfMathStatsCode/code_in_notes/simulation_lr_test1.pdf

(a) (b)
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

似然比检验

Beta分布的似然比检验
如果xi ∼ B (α, β)，原假设为：H0 : α = 1, β = 1此时我们需要同时检验两个
假设，我们仍然可以通过似然比检验对其进行检验。

• 如果
(
α̂, β̂

)
为极大似然估计，那么无约束时的似然函数为：

L
(
α̂, β̂|x

)
=

N∑
i=1

[
− lnB

(
α̂, β̂

)
+ (α̂− 1) lnxi +

(
β̂ − 1

)
ln (1− xi)

]
• 而有约束时的似然函数：

L
(
α̂, β̂|x

)
= L (1, 1|x) = −N lnB (1, 1) = 0

• 从而似然比检验统计量为：

LR = 2

N∑
i=1

[
− lnB

(
α̂, β̂

)
+ (α̂− 1) lnx+

(
β̂ − 1

)
ln (1− x)

]
a∼ χ2 (2)
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

• 似然比检验构造虽然简单，但是其有一个缺点即需要估计两
次极大似然估计：无约束的极大似然估计和有约束的极大似
然估计。

• 相比之下，Wald检验只需要估计无约束的估计，且不仅限
于极大似然估计，似乎更方便。

• 然而有的时候，估计有约束的问题比估计无约束的问题要简
单很多。

• 比如在以上Beta分布的例子中，有约束的估计甚至不需要计
算，约束（原假设）本身已经给出了答案，相比之下无约束
的估计会复杂很多。

• 那么，是否可以只计算有约束的估计从而进行检验呢？
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

• 考虑有约束的极大似然估计问题，通常我们可以使用拉格朗
日乘子法求解：

L (θ, λ) = L (θ|x)− λC (θ)

从而一阶条件为

∂L (θ, λ)

∂θ
=
∂L (θ|x)
∂θ

− λ
∂C (θ)

∂θ
= 0

∂L (θ, λ)

∂λ
= −C (θ) = 0

从而解得θ̃。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验
• 考虑如果原假设成立，即对于真值θ，约束C (θ) = 0成立，
那么此时θ̃应该同时可以最大化L (θ|x)，从而：

∂L
(
θ̃|x
)

∂θ
=

N∑
i=1

si

(
θ̃
)
≈ 0

我们可以通过检验以上一阶条件是否成立来检验原假设是否
成立。

• Rao（1948）提出了如上检验，由于以上检验实际上等价于
检验得分函数的期望Esi

(
θ̃
)
= 0，从而以上检验被称为得

分检验（score test）。
• 如果取原假设为H0 : θ = θ0，从而C̈ = 1，带入以上拉格朗
日乘子法的一阶条件中，就可以得到λ =

∑N
i=1 si

(
θ̃
)
，因

而Aitcheson和Silvey（1958）以及Silvey（1959）将称为拉格
朗日乘子检验（Lagrangian multiplier test，LM test）。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

• 为了构造渐近分布，注意到在原假设的条件
下，E

(
si

(
θ̃
))

= 0，从而其渐近分布为

1√
N

N∑
i=1

si

(
θ̃
)

a∼ N (0, I0)

从而可以使用

1

N

[
N∑
i=1

si

(
θ̃
)]′

I−1
0

[
N∑
i=1

si

(
θ̃
)]

a∼ χ2 (r)

进行假设检验。
• 由于I0不可观测，实际使用时可以将有约束的极大似然估计
带入，从而得到其估计Ĩ，带入上式即可。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

Beta分布的LM检验
考虑使用得分检验对似然比检验中Beta分布检验的问题构造检验
统计量。

• 极大似然函数为

L (α, β|x) =
N∑
i=1

[
− lnB (α, β) + (α− 1) lnxi + (β − 1) ln (1− xi)

]
• 首先计算得分函数：

si (α, β) =
∂L (α, β|xi)

∂

(
α
β

) =

(
−Γ′(α)

Γ(α) + Γ′(α+β)
Γ(α+β) + lnxi

−Γ′(β)
Γ(β) + Γ′(α+β)

Γ(α+β) + ln (1− xi)

)
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

Beta分布的LM检验
• 记ψ0 (z) =

Γ′(z)
Γ(z) = d

dz lnΓ (z)为多伽马函数（polygamma
function），根据其性质：ψ0 (z + 1) = ψ0 (z) +

1
z

• 将原假设α = β = 1（从而有约束的估计α̃ = β̃ = 1）带入，
得到

si

(
α̃, β̃

)
=

(
1 + lnxi

1 + ln (1− xi)

)
继续求海塞矩阵有

Hi (α, β) =

[
−ψ1 (α) + ψ1 (α+ β) ψ1 (α+ β)

ψ1 (α+ β) −ψ1 (α) + ψ1 (α+ β)

]
其中ψ1 (z) =

d
dzψ0 (z) =

d2

dz2
lnΓ (z)
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

Beta分布的LM检验
• 带入原假设得到

Ĩ = H̃ = −
[
−ψ1 (1) + ψ1 (2) ψ1 (2)

ψ1 (2) −ψ1 (1) + ψ1 (2)

]
从而检验统计量为

1

N

[
N∑
i=1

(
1 + lnxi

1 + ln (1− xi)

)]′

Ĩ−1

[
N∑
i=1

(
1 + lnxi

1 + ln (1− xi)

)]
a∼ χ2 (2)
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拉格朗日乘子检验

Beta分布的LM检验
• 其中ψ0, ψ1函数可以由计算机语言计算

• 比如在Stata中，两个函数分别可以通过digamma(x)以及
trigamma(x)两个函数计算。

• 以上检验过程甚至无需进行参数估计，只需要将原假设带入
以上公式即可，是非常方便的办法。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

• 以上拉格朗日乘子检验不仅可以应用在极大似然估计中，在
其他检验中也可以类似应用。

• 比如，对于所有通过最大（小）化目标函数得到估计的估计
量中，都可以计算无约束最优化的一阶条件，并将有约束估
计量带入，检验一阶条件是否为0。

• 比如我们前面提到，矩估计可以转化为广义矩估计，从而转
化为一个求极值的问题，当然可以采用类似手段。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

• 或者，在矩估计中，我们可以将约束下的矩估计量带入计
算，在原假设的条件下有

1√
N

N∑
i=1

g
(
wi, θ̃

)
a∼ N (0,V [g (wi, θ)])

其中
V [g (wi, θ)] = E

[
g (wi, θ) g (wi, θ)

′]
• 从而检验统计量为：

1

N

[
N∑
i=1

g
(
wi, θ̃

)]′
(V [g (wi, θ)])

−1

[
N∑
i=1

g
(
wi, θ̃

)]
a∼ χ2 (r)
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

拉格朗日乘子检验

泊松分布的LM检验
• 对于泊松总体，我们知道总体矩条件为E (xi − λ) = 0从而矩估计
为λ̂ = x̄。

• 为了检验H0 : λ = 10，在原假设的约束下，约束估计量为λ̃ = 10

• 从而在原假设的条件下：

1√
N

N∑
i=1

(xi − 10)
a∼ N (0, 10)

• 进而可以构建检验统计量：

1

N × 10

[
N∑
i=1

(xi − 10)

]2
a∼ χ2 (1)

• 模拟：simulation_lm_test.do
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拉格朗日乘子检验

MathStatsCode/code_in_notes/simulation_lm_test0.pdfMathStatsCode/code_in_notes/simulation_lm_test1.pdf

(a) (b)
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LM检验与模型设定检验

• 由于得分检验通常依赖于有约束的参数估计，而有约束的参
数估计通常比较容易计算，所以在很多检验，特别是模型设
定检验或者模型诊断中非常有用。

• 通常我们可以先计算一个简单的模型（带约束的），使用得
分检验检验是否需要进行更复杂的模型

• 如果该检验不显著，那么意味着使用复杂模型的必要性不
足；

• 否则如果检验显著，则意味着我们可能需要更复杂的模型。
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假设检验的基本概念 假设检验的一般步骤 评价检验的方法 构造假设检验的一般方法

LM检验与模型设定检验

一元线性回归中的LM检验
• 考虑一元线性回归，假设

E (yi|xi) = α+ βxi

我们可以使用矩估计对以上问题进行估计。
• 然而我们可能会猜测xi对yi没有均值上的预测能力，
即β = 0

• 如果该假设成立，那么以上问题就变成了一个简单的正态总
体参数估计问题。
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一元线性回归中的LM检验
• 为此，我们可以设定原假设为：H0 : β = 0从而得到估
计：α̃ = ȳ。

• 为了检验该原假设，注意其总体矩条件为{
E (yi − α− βxi) = 0

E [xi (yi − α− βxi)] = 0

• 注意到原假设成立时，以上矩条件即{
E (yi − α) = 0

E [xi (yi − α)] = 0
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一元线性回归中的LM检验
• 然而注意到样本矩条件中，

∑N
i=1 (yi − α̃) = 0必然成立，从

而无需对该矩条件进行检验，只需要对E [xi (yi − α)] = 0进
行检验即可。

• 令ei = yi − α̃，在原假设条件下

1√
N

N∑
i=1

(xiei)
a∼ N (0,V (xiei))

从而构造检验统计量：[∑N
i=1 (xiei)

]2
NV (xiei)

a∼ χ2 (1)
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MathStatsCode/code_in_notes/simulation_lm_ols_test0.pdfMathStatsCode/code_in_notes/simulation_lm_ols_test1.pdf

(a) (b)
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一元线性回归中的LM检验
• 因而，如果我们需要检验是否需要更复杂的线性回归模型，
只需要计算以上统计量

• 如果以上检验拒绝了原假设，那么意味着线性回归统计量是
比简单的均值计算更好的模型，或者x对y有预测能力，从而
可以进行线性回归的建模；

• 反之，则代表现有证据对使用线性回归的证据不足，或
者x对y有预测能力的证据不足。
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三种检验的关系

• 以上我们介绍了三种构造假设检验的方法：Wald检验、似
然比（LR）检验以及拉格朗日乘子（LM）检验。

• 其中
• Wald检验需要估计不受约束的估计量；
• LM检验需要估计受约束的估计量；
• LR检验需要同时估计受约束和不受约束的估计量。

• 三种检验具有同样的极限分布（卡方分布）和自由度，实际
上这并不是巧合，可以证明，以上三种检验是渐近等价的。
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三种检验的关系
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• 观察上图
• Wald检验重在检验θ0与θ̂之间的距离；
• LR检验重在检验似然函数L (θ0)与L

(
θ̂
)
之间的距离；

• LM检验则是检验θ0处切线的斜率。
• 如果原假设成立，那么应该有θ̂ ≈ θ0，从
而L

(
θ̂
)
≈ L (θ0)，而此时切线斜率应该为0（由于最大

化）。
• 因此三者虽然形式不同，但是本质上相同的检验。
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